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В работе получены условия на операторные коэффициенты краевой задачи для 

одного класса операторно-дифференциальных уравнений второго порядка эллиптиче-
ского типа с разрывным коэффициентом, которые обеспечивают её регулярную разре-
шимость. Отметим, что главная часть исследуемого уравнения содержит нормальный 
оператор, а в краевом условии участвует некоторый абстрактный оператор. 
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Рассмотрим в сепарабельном гильбертовом пространстве H  крае-

вую задачу 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,0,2 ∞=∈=+′′− +RttftuAttu ρ                                 (1) 

( ) ( ),00 uTu ′=                                                                       (2) 
где ( ) ( )tutf ,  - вектор-функции, определённые в ( )∞=+ ,0R  со значения-
ми в H , а её коэффициенты удовлетворяют следующим условиям: 

1) A  - нормальный обратимый оператор с вполне непрерывным 
обратным 1−A , спектр которого содержится в угловом секторе 
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1 , HHLT ∈ , т.е. T  есть линейный непрерывный оператор из 

пространства 
2

1H  в пространство 
2

3H , где ( )γγ ADH =  есть гильбертово 

пространство относительно нормы HHxAx =≥= 0,0, γγ
γ
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          При выполнении условия 1) оператор A  можно представить в виде 
UCA = , где C  - положительно-определенный самосопряженный опера-

тор с областью определения ( )AD , а U  - унитарный оператор в H . Если 
{ }∞=1nne  - полная ортонормированная система собственных векторов A , 
т.е. 
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При ∞≤<≤∞− ba  определим следующие гильбертовы про-
странства [1]: 
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Отметим, что при +∞=−∞= ba ,  считаем, что ( )( ) ( )HRLHL ;;, 22 =+∞∞−  
и ( )( ) ( )HRWHW ;;, 2

2
2

2 =+∞∞− , а при +∞== ba ,0  считаем, что 
( )( ) ( )HRLHL ;;,0 22 +=∞  и ( )( ) ( )HRWHW ;;,0 2

2
2

2 +=∞ . 
Определение 1. Если при ( ) ( )HRLtf ;2 +∈  существует вектор-

функция ( ) ( )HRWtu ;2
2 +∈ , удовлетворяющая уравнению (1) почти всюду 

в +R , то  будем говорить, что ( )tu  есть регулярное решение уравнения (1). 
Определение 2. Если при любом ( ) ( )HRLtf ;2 +∈  существует ре-

гулярное решение ( )tu  уравнения (1), которое удовлетворяет краевому 
условию (2) в смысле сходимости 
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то будем говорить, что задача (1), (2) регулярно разрешима. 
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В данной работе мы докажем регулярную разрешимость задачи 
(1), (2) при некоторых предположениях относительно операторов A  и T . 

При ( ) 1=tρ  и 0=ε  ( A  - положительно-определенный самосо-
пряженный оператор) задача  (1), (2) исследована в работе [2]. Когда ( )tρ  
удовлетворяет условию 2) при 0=ε  задача (1), (2) исследована в работе 
[3]. Отметим, что при ( ) 1=tρ  аналогичные задачи рассмотрены в работах    
[4-6]. 

Далее, отметим, что при выполнении условия 1) оператор A−  по-
рождает сильно непрерывную полугруппу Ate−  ограниченных операторов 
в H . Здесь 
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Имеет место 
Лемма 1. Пусть +∞≤<≤ ba0 . Тогда при любом 
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2∈− . 

Доказательство. Пусть 
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Лемма доказана. 
Из доказательства леммы следует, что, в частности, при 

2
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Имеет место 
Теорема 1. Пусть выполняются условия 1)-3) и оператор 
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обратим в пространстве 
2

3H . Тогда задача 

( ) ( ) ( ) +∈=+′′− RttuAttu ,02ρ ,                                         (3) 
( ) ( )00 uTu ′=                                                                 (4) 

имеет единственное нулевое регулярное решение. 
Доказательство. Очевидно, что общее регулярное решение урав-

нения  (3) имеет вид: 
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где 
2

3321 ,, H∈ϕϕϕ  пока неизвестные векторы. 

Из условия (4) и ( ) ( )HRWtu ;2
2 +∈  получаем, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0101,0101,00 212111 +′=−′+=−′= ξξξξξξ T . 
Таким образом, относительно 21 ,ϕϕ и 3ϕ  получаем следующую систему 
уравнений: 

( )2121 ϕαϕαϕϕ αα AA AeATe −− +−=+ , 

321 ϕϕϕα =+− Ae ,  

321 ϕβϕαϕα α AAAe A −=+− − . 
 Из второго и третьего уравнений следует, что 
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Таким образом, относительно 1ϕ  получаем уравнение 
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Следовательно, 01 =ϕ . Тогда 032 == ϕϕ  и ( ) 0=tu . Теорема доказана. 
Теперь докажем следующую теорему. 
Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда краевая 

задача (1), (2) регулярно разрешима. 
Доказательство. Из теоремы 1 следует, что достаточно доказать, 

что краевая задача (1), (2) имеет регулярное решение при любом 
( )HRLf ;2 +∈ . Пусть ( ) ( )tftf =1  при +∈ Rt  и ( ) 01 =tf  при ( )0,∞−∈t . 

Тогда ( ) ( )HRLtf ;21 ∈  и ( ) ( )HRLHRL
ff

;;1
22 +

= . Обозначим через ( )ξ1̂f  

преобразование Фурье вектор-функции ( )tf1 , т.е. 

 32 



( ) ( )∫
+∞

∞−

−= dtetff tiξ

π
ξ

2
1

1̂ . 

Далее определим вектор-функции 
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Тогда из (5) следует, что ( )HRWu ;2
2∈α  и 

( ) ( )HRLHRW
fconstu
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Аналогично доказывается, что ( )HRWu ;2
2∈β  и 

( ) ( )HRLHRW
fconstu
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Из вида вектор-функций ( )tuα  и ( )tuβ  следует, что они удовлетворяют 

уравнениям ( ) ( ) ( )tftuAtu =+′′− 22α  и ( ) ( ) ( )tftuAtu =+′′− 22β  при +∈ Rt  
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почти всюду, соответственно. Теперь обозначим через ( )tαη  и ( )tβη  су-

жения ( )tuα  на [ ]1,0  и ( )tuβ  на [ )+∞,1 , соответственно. Очевидно, что 
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Теперь будем  искать регулярное решение задачи (1), (2) в виде 
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Из условия (2) и ( ) ( )HRWtu ;2
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т.е. ( )tu  есть регулярное решение задачи (1), (2). Теорема доказана. 
Данная работа выполнена при финансовой поддержке Фонда Раз-

вития Науки при Президенте Азербайджанской Республики - Грант № 
EİF/GAM-2-2013-2(8)-25/07/1. 
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OPERATOR ƏMSALLI İKİTƏRTİBLİ TƏNLİK ÜÇÜN BİR SƏRHƏD 

MƏSƏLƏSİNİN HƏLL OLUNMASI 
 

G.M.QASIMOVA 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə bir sinif kəsilən əmsallı elliptik tipli ikitərtibli operator-diferensial tənliklər üçün 
sərhəd məsələsinin operator əmsalları üzərinə şərtlər tapılmışdır ki, bu şərtlər sərhəd məsələsi-
nin requlyar həll olunmasını təmin edir. Qeyd edək ki, tədqiq olunan tənliyin baş hissəsi 
normal operatora malikdir, sərhəd şərtində isə müəyyən mücərrəd operator iştirak edir. 

 
Açar sözlər: Hilbert fəzası, requlyar həll, sərhəd məsələsi. 

 
SOLVABILITY OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A SECOND ORDER 

EQUATION WITH OPERATOR COEFFICIENTS 
 

G.M.GASIMOVA 
 

SUMMARY 
 

In this paper, the conditions on the operator coefficients of the boundary value problem 
for a class of operator-differential equations of the second order of elliptic type with discontin-
uous coefficients providing the regular solvability are obtained. Note that the main part of the 
equation under consideration contains a normal operator, while the boundary condition con-
tains an abstract operator.    

 
Key words: Hilbert space, regular solution, boundary value problem. 
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